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1. INTRODUCTION 
Si n est un entier nature1 24, notons 2, I’unique extension centrale non 
scindte du groupe alterne A, par Z/22. 
Dans [7], N. Vila prouve qu’il existe une extension galoisienne regulibre 
de Q(T) de groupe de Galois A”, pour les valeurs suivantes de n: 
(i) n=O, 1 mod8, 
(ii) n = 2 mod 8 et n somme de 2 carres, 
(iii) n = 3 mod 8, et satisfaisant a une certaine relation qui semble 
toujours vtrihte. 
Par ailleurs, W. Feit [l] a demontrt que A, et a7 sont groupes de 
Galois d’une infinite d’extensions de Q. 
Nous prouvons ici le thtoreme suivant: 
THBOR~ME 1. Pour tout n k 4, il existe me extension galoisienne rdggu- 
Ii&e de Q(T) de groupe de Galois 2,. 
COROLLAIRE. Pour tout n > 4, il existe me infinitk d’extensions de Q 
deux ci deux disjointes de groupe de Galois A”,. 
Je tiens a exprimer ma vive reconnaissance a G. Henniart, J. Oesterle, et 
J.-P. Serre: plusieurs points importants de la demonstration de ce thtoreme 
leur sont dus. 
2. LE CAS n IMPAIR: DESCRIPTION DE LA MkTHODE 
Lorsque n est impair, la demonstration du thtoreme ci-dessus se fait en 
trois Ctapes: 
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(1) Soit PE Q[X] un polynbme “sullisamment general” (dans un 
sens precise dans la Section 4) de degre n. 11 existe deux polynomes Q et R 
de degrt n - 1, premiers a P, tels que PQ’ - P’Q = R2. 
(2) Soit F, le polynome de Q(T)[.Y] defini par FT(X) = 
P(X) - TQ(X). Si l’on note d(f) le discriminant d’un polynome f, on a 
4F,) = d(P) W’12, oti S est un polynome de Q[ T] separable de degre 
n- 1, de racines t,, . . . . t,-,. Pour 1 Q i < n - 1, le polynome F,, a une 
racine triple xi, et n - 3 racines simples. Les xi sont les racines du polyno- 
me R. 
(3) Soient K l’extension de Q(T) obtenue par adjonction des racines 
de F,, et G le groupe de Galois de K/Q(T). D’apres (2), le groupe d’inertie 
en chaque ti est cyclique, engendre par un 3-cycle. Ceci implique d’une part 
que G = A, (resp. S,) si d(P) est un carre dans Q (resp. n’en est pas un), 
et d’autre part que la forme 77(x*) associee a Q( T)[X]/( FT) est indtpen- 
dante de T. En choisissant un polynome P suffisamment general dont les 
racines sont dans Q, on en deduit le theoreme. 
Les sections 3 et 4 sont consacrees a la demonstration de (1) et (2). 
En fait, pour P de degre impair donne, l’ensemble des solutions de 
l’equation PQ’ - P’Q = R2 se decompose n: 
(i) d’une part des solutions de nature triviale, obtenues comme suit: 
soient P, un diviseur de P de degre k, 0 < k < n, et Q, et R, des polynomes 
de degre <k-l veriliant P,Q;-P’,Q,=RT. Les polynbmes Q=Q,Uet 
R = R, U, avec U= PJPl, verilient l’egalite PQ’ - P’Q = R2. Par construc- 
tion, les polynomes P, Q, R ne sont pas premiers entre eux. 
(ii) d’autre part des solutions obtenues par resolution d’equations 
lintaires: soit 4 l’application lineaire qui a un polynome f de Q[X] de 
degre < n - 1 associe l’image de P’lf- ?PT dans Q[X]/(P). Si R E Ker 4, 
R # 0, il existe un polynome Q de degrt 6n - 1 et un seul tel que 
PQ’ - P’Q = R2. 
Les polynomes Q et R ainsi obtenus sont “en general” premiers entre 
eux deux a deux, et done premiers a P; plus prtcidment, il existe un poly- 
nbme HEZ[A,, . . . . A,] tel que, si P(X)=X”+a,Xnpl+ ... et si 
H(a 1, . . . . a,) # 0, Ker,r5 est de dimension 1, et, si R est une base de Ker 4, 
R est premier a P. 
3. LE c4s n IMPAIR: LE POLYNGME GBN~RIQUE 
Dans cette section, n est un entier impair ~3. On note A l’anneau 
ZCA 1, . . . . A,], oh A,, . ..) A, sont n indtterminees, K le corps des fractions 
de A, et R une cloture algebrique de K. On rappelle que des elements dun 
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anneau factoriel R sont dits “etrangers” si leurs seuls diviseurs communs 
sont les unites de R, et qu’un polynome f E R[X] est dit primitif si ses coef- 
ficients sont &rangers dans R. 
On note P le polynome “generique” X” + A 1 X” ~ ’ + . . . + An. 
PROPOSITION 1. (a) II existe un unique polyn6me primitif Q E A [X] de 
degrd dn - 1 tel qu’il existe un polyn6me R E A[X] vhifiant la relation 
PQ’ - P’Q = R2. 
Les polynBmes Q et R sont de degre’ n - 1, et sont &rangers dans A[X]. Le 
polynbme R est d&ni au signe prPs, il est primitif, et ses racines 
rl, . . . . r n--l E R sont distinctes. 
(b) Suit de plus FT(X) E A[ T] [X] le polyn6me d&i par F*(X) = 
P(X) - TQ(X), oic T est une nouvelle inditerminke. Le discriminant de F=(X) 
est kgal ci A(P) S(T)*, ozi S(T) est un PI&ment de A[ T] de degrk n - 1, dont 
les racines sont simples. Pour 1 < i < n - 1, posons Ti = P(r,)/Q(ri). Les T, 
sont deux ri deux distincts, et sont les racines de S. Le polyncime FT,(X) 
admet ri comme racine triple, et ses autres racines sont simples. 
(a) Montrons l’existence de 2 polynomes non nuls Q et R de A [X] 
de degre <n - 1, tels que PQ’ - P’Q = R2. Comme le degre de R est 
inferieur a celui de P, les polynomes P et R sont etrangers dans K[X]. 
Si P = n (X- X,), ou les Xi sont des elements de K, on Ccrit Q/P = 
C ai/(X - X,), R/P = C pi/(X- Xi). Si l’on pose, pour tout i, uii = 0 et, 
pour i # j, uti = (Xi - Xi)- ‘, l’egalite (Q/P)’ = (R/P)* est Cquivalente aux 
equations 
avec 1 < i < n. L’egalitt /Ii = 0 implique que R(X,) = 0, done que R nest pas 
premier a P. 
On est done rament a resoudre le systeme d’equations lineaires 
IX,“= 1uijPj = O, P our 1 < i 6 n. La matrice U = (uii) est antisymetrique, done 
pour n impair a un rang <n. D’oti l’existence de deux elements non nuls 
R et Q de R[X], de degre <n, tels que PQ’ - P’Q = R2. (Cette mtthode 
m’a tte indiquee par G. Henniart.) 
Pour montrer que la matrice U est de rang n - 1, il s&it de le faire dans 
un cas particulier. C’est l’objet de l’appendice 1, od l’on traite le cas du 
polynome P(X) = X” - X. 
On a done trouvt un polynome non nul R E K[X] de degrt <n - 1, 
unique a un facteur multiplicatif de R pres, tel qu’il existe Q E R[X], de 
degre d n - 1, avec PQ’ - P’Q = R*. 
D’apres le theoreme 90 de Hilbert, on peut en fait choisir R A coeffkients 
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dans K. Le polynome Q de degre <n - 1 est determine de man&e unique 
par l’equation PQ’ - P’Q = R*, et est done lui aussi a coefficients dans K. 
En multipliant les deux membres de cette equation par un element conve- 
nable de A, on peut supposer que Q (et done R) est un element de A[X]. 
Soit c1 E A (resp. /I) un pgcd (dttini au signe pres) des coefficients de Q 
(resp. R); il est clair que a divise /I”. En remplacant Q par Q/IX et R par 
RI/l, on est ramene a equation du type PQ’ - P’Q = yR*, oti Q et R sont 
des elements primitifs de A[X] de degre <n - 1, et ou ye A. Supposons 
qu’il existe u E A irreductible divisant y. Alors, comme PQ’ E P’Q mod u 
et que le degre de Q est strictement inferieur a celui de P, on a 
d(P) = 0 mod U, et comme d(P) est irreductible, u = + d(P). Le corps des 
fractions de A/(u) est de caracteristique 0, et l’egalitt PQ’ ZE P’Q mod u 
implique que Q est proportionnel a P, ce qui est impossible. Done y = f 1. 
En remplacant eventuellement Q par -Q, on a done trouve Q et R dans 
A[X], primitifs, de degre n - 1, tels que PQ’- P’Q = R*. Le polynome Q 
est unique, et R est dttini au signe p&s. 
Pour montrer que Q et R sont de degre exactement n- 1, que les racines 
de R sont simples et que R et Q sont etrangers, il suftit de le montrer pour 
un polynbme P particulier, pour lequel les polynomes Q et R sont uniques 
a une constante multiplicative pres. Ici encore, le choix de P(X) =X” - X 
convient (cf. App. 1). Ceci dtmontre la partie (a) de la proposition. 
(b) Si F, = P - TQ, le discriminant d(F,) est un element de A [ T] 
de degre au plus 2(n - l), comme on le voit en l’tcrivant comme un deter- 
minant de Sylvester. 
Soit t E R une racine de d( FT(X)); ceci signilie que F, a une racine mul- 
tiple, i.e., que I;, = P - tQ et F; = P’ - tQ’ ont une racine commune. Cette 
racine doit done annuler R. Rtciproquement, soit r une racine de R; posons 
T, = P(r)/Q(r). Le polynome F, admet alors r comme racine triple, car r 
est racine simple de R. Chaque T, est racine d’ordre au moins 2 de d(F,). 
Comme les T, sont distincts deux a deux (d’apres 1’App. l), et que le degre 
de d(F,) est 2(n - 1 ), ils sont en fait racines doubles de d(F,), et l’on 
a W’,) = WI (T- T,))*, avec T,= P(r,)/Q(r,) et AE 1% Comme 
d(F,)=d(P), on peut ecrire d(F,) sous la forme d(P) S(T)*, avec 
SE A [ T] de degre n - 1 et de racines simples dans K. 
Par suite, pour chaque racine r de R, F=,(X) = (X- r)3 g,(X), oti g, est 
separable et n’admet pas r comme racine. Ceci acheve la demonstration de 
la prop. 1. 
Le polynbme H 
Dans la suite de cet article, on note H l’eltment non nul de A produit 
du coefficient dominant de S et de d(S) res(P, R), oh res(P, R) designe le 
resultant de P et de R. 
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Une varian te 
Pour demontrer l’existence de Q et R dans A[X], on peut tgalement 
proceder comme suit: en derivant l’expression PQ’ - P’Q = R2, on obtient 
l’egalite PQ” - P”Q = 2RR’ d’ou, en eliminant Q, I’egalite 
P( P”Q’ - P’Q”) = R( RP” - 2P’R’). 
Comme on cherche un polynome R non nul de degre <n - 1, R est 
premier a P et P”R - 2P’R’ doit etre divisible par P. Reciproquement, sup- 
posons qu’il existe R non nul de degre <n - 1, tel que P”R - 2P’R’ = 
0 mod P. Soient Q de degrt <n - 1 et L de degrt dn - 2 tels que 
PL - P’Q = R2. En derivant et en tliminant Q, on voit que P divise 
P’*(L - Q), d’ou L = Q. Par suite, l’existence de R non nul de degrt Q n - 1 
veriliant P”R - 2P’R’ = 0 mod P equivaut a I’existence de Q et R de degre 
<n - 1 tels que PQ’ - P’Q = R2. 
Notons E, ~ 1 le sous-espace de K[ X] forme des polynomes de degre < n, 
et considerons l’application lineaire 4 : E, ~, -+ K[X]/( P) qui a UE E, ~ , 
associe P” U - 2P’iJ’ mod P. 
Pour prouver que 4 n’est pas injective, on peut utiliser la methode 
suivante, que m’a indiqute J. Oesterle: soit I la forme lineaire sur K[X]/(P) 
donnee par I( U mod P) = x1= r U(Xi)/P’3(Xi). Si B( U, V) est la forme 
bilineaire non degeneree sur K[X]/( P) delinie par (U, V) H 1( UV mod P), 
et si I est l’isomorphisme canonique de E, _, sur K[X]/(P), Oesterle 
prouve que f+4 0 z- ’ est B-antisymetrique. Comme K[X]/(P) est de dimen- 
sion impaire, 4 0 1.~’ n’est pas injective, et 4 non plus. 
Calcul explicite du polynhe R 
Soit P(X) = n:=, (X-Xi). Si A4 est une partie de {X,, . . . . X,,}, on pose 
PM = n.x, M (X- x). 
Pour tout entier j, 1 d j< n, notons r, l’ensemble des racines de P 
distinctes de X,. 
On peut montrer (cf. section 2) qu’il existe R comme dans la prop. 1 tel 
we 
(1) 
oti uj = C, A(P,) A(P/P,/(X- X,)), J decrivant les parties a (n - 1)/2 
elements de I,. 
Le cas n = 3 
Soit P(X)=X3+A,X2+A2X+A3. 
Les polynbmes R, Q et S de la prop. 1 sont donnts par les formules 
suivantes: 
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R=(A:-3A,)X2+(AIAZ-9A3)X+A:-3A1A3 
Q= -(A;-3A2)2X2+(-A;A2+3A,A;+9A;A3-27A2A3)X 
-A:-A;A3+9AIA2A,-27A: 
S=(A;-3A2)3TZ+(2A:-9A,A,+27A3)T+1. 
De plus, d(R) = -3d(P), d(Q) = (A: - 3~t,)~ d(P), d(S) = -27d(P), 
.es(P, R)=LI(P)~, res(Q, R)= (FI-~A,)~~(P)~, et res(P, Q)=d(P)3. 
4. LE CAS n 1MPAIR:DhMONSTRATION DU T&ORkME 
Soient k un corps de caracteristique nulle et k une cloture algebrique 
de k. 
Dans ce qui suit, on dit qu’un polynbme PE k[X] de degre y1 est 
H-gdndral s’il est unitaire et si ses coefficients a,, . . . . a, sont tels que 
H(a , , . . . . a,) # 0. 
Si P est H-general, on note encore R et Q (resp. S) les elements de k[X] 
(resp. k[ T] ) obtenus par specialisation a partir des polynomes R et Q 
(resp. S) de la prop. 1. On note tgalement F, l’element de k( T)[X] egal a 
f’(X) - TQ(X). 
D’aprb la section prectdente, F, est irreductible. Son discriminant 
s’annule en n - 1 elements t, E f distincts. En chacun d’eux, le polynome F,, 
admet une racine triple et ses n - 3 autres racines sont simples. 
PROPOSITION 2. Soient P E k[ X] un polynBme H-gPnPra1 de degre n, et 
FT(X) = P(X) - TQ( X) le polynbme de k(T) [ X] associP. Le groupe de 
Galois de la cl&we galoisienne de k( T)[X]/(Fr(X)) sur k(T) est 6gal Li A,, 
si A(P) est un carrt dans k, et ri S, sinon. 
Soit G le groupe de Galois de la cloture galoisienne de k( T)[X]/(F,(X)) 
sur k(T). D’aprb la prop. l(b), A(F,) est un cart-e de k[T], et on a 
G c A,. De plus, comme F, est irrtductible sur k(T), G est transitif. 
Par ailleurs, l’extension de k(T) associte a F, est ramifiee en les 
specialisations t, des Ti, 1 < i < n - 1, d&finis dans la prop. 1, et est non 
ramifiee ailleurs (y compris a l’intini). Le groupe d’inertie en ti est engendre 
par un 3-cycle; le groupe G est done engendre par des 3-cycles. La proposi- 
tion decoule alors du lemme suivant (dti pour l’essentiel a Jordan): 
LEMME 1. Tout sous-groupe transitif de A,, engendrP par des 3-cycles est 
&gal d A,. 
Comme Jordan [2, p. 171, th. 4.53 ou [ 3, App. C] a demontre que tout 
sous-groupe primitif de S, contenant un cycle d’ordre 3 est &gal a A, ou g 
S,, il sufit de prouver: 
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LEMME 2. Tout sous-groupe transitif de S, engendrt? par des cycles 
d’ordre premier est primitif: 
En effet, soit Z un sous-groupe transitif de S, engendre par des cycles 
d’ordre premier. Supposons que Z ne soit pas primitif. Cela signitie qu’il 
existe une partition Y,, . . . . Y, de { 1, 2, . . . . n} (k > l), stable par C, avec 
l<IY,l= ‘.. = 1 Y,l < n. Si cr EC est un cycle qui ne laisse pas stable Y,, 
son support est forme de l’union de plusieurs Yi, son ordre est un multiple 
strict de Y,, et n’est done pas premier. Par suite, Y, est stable par tout 
cycle de Z d’ordre premier, et done par tout Clement de C, ce qui contredit 
le fait que H est transitif. 
PROPOSITION 3. Soit P comme duns la prop. 2, et soit B = k( T)[X]/ 
(F,(X)). La forme quadratique Tr B,kCrj(x2) est indipendante de T. 
On peut deduire cette proposition d’un theoreme general de Serre (cf. 
App. 2), en utilisant le fait que l’inertie en chaque point de ramification ti 
est d’ordre impair. 
Dans le cas ci-dessus, J. Oesterle en a donne une demonstration directe, 
que l’on trouvera dans 1’App. 3. 
Soient a present x,, . . . . x, des nombres rationnels distincts, choisis tels 
que le polynome P(X) = n (X- xi) = X” + a, X”- ’ + . soit H-general. 
Le groupe de Galois de la cloture galoisienne K de Q(T)[X]/(F,) est 
tgal a A,,, le discriminant de P etant un carre. La forme quadratique 
Tr(x’) associee est constante, done isomorphe a la forme quadratique 
obtenue pour T= 0, i.e., la forme unite Xf + ... + Xi, le polynome P etant 
scinde sur Q. Son invariant de Witt est done nul. D’apres [6], on en 
deduit: 
THI~OR~ME 2. Pour tout n impair 2.5, il existe une extension galoisienne 
rt!guli&e de Q(T) de groupe de Galois A”,,, contenant le corps K dkfini ci- 
dessus. 
Remarque 1. On peut trouver de facon effective des xi E Q qui convien- 
nent. Par exemple, soient 1 un nombre premier >n tel que I- 1 soit 
divisible par n - 1, et a E Z une racine primitive (n - 1)-ieme de l’unite 
mod 1. Le polynbme P(X)= Xn;r,’ (X-a’) convient: en effet, P(X) E 
X” - Xmod I, et P est H-general, puisque, d’apres l’App. 1, 
H(0, 0, . . . . 0, - 1, 0) # 0 mod 1. 
Remarque 2. La demonstration ci-dessus utilise la forme Tr(x’). En 
fait, comme me l’ont signale S. Bloch et J.-P. Serre, on peut donner un 
argument cohomologique direct utilisant seulement le fait que les groupes 
d’inertie sont d’ordre impair. 
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5. DEMONSTRATION DE LA FORMULE 1 
D’aprbs la demonstration que nous avons donnee de la prop. 1, la 
formule 1 dtcoule des deux lemmes suivants: 
LEMME 1. Soient n un entier impair, et au, 1 <i< j< n, n(n - 1)/2 
indkterminkes. La matrice alter&e ME M,(Q(aU)) dt$nie par mii= 0, 
rnV = aU si i < j et my = -a,, sinon est de rang n - 1. Son noyau admet pour 
base le oecteur de composantes Pf(M,), -Pf(M,), . . . . -Pf(M,- ,), Pf(M,), 
oti Pf est le pfaffien et oti M, est la matrice alter&e obtenue h partir de M 
en enlevant la i-it?me ligne et la i-it?me colonne. 
On peut en effet aisement prouver que le (i, j)-ieme cofacteur de M est 
tgal A 
(- l)i+i Pf(Mi) Pf(M,). 
Le lemme en resulte. 
LEMME 2. Soient n un entier, et x1, . . . . xTn 2n ind&ermint!es. Le pfaffien 
de la matrice alter&e A de dimension 2n de terme g&&al a,,=0 et aii= 
l/(x,-xi) pour i # j est &gal ci 
CI d(P,) 4P/P,) 
ITi<, txiwxj) ’ 
oti Zparcourt les parties d! n ClPments de { 1, 2, . . . . 2n}, P(X) = nz, (X-x,), 
et P,(X) = nie, (X-xi). 
On prouve ce lemme par recurrence, en utilisant par exemple la formule 
6. L'EXEMPLE DE d, 
Soit P(X)=X(X’- 1)(X2-4)(X2-9). On veritie que le noyau de 
l’endomorphisme de E, que a R associe P”R - 2P’R’ mod P est de 
dimension 1. Une base de ce noyau est donnte par le polynome 
R(X) = 37261X6-255206X4 + 621565X2 + 360732. Le polynbme Q(X) = 
-(1388382121X6 - 12818603742X4 + 27216417753X’ - 3614654884) est 
l’unique polynbme de degrt < 6 verifiant Q’P - QP’ = R2. On veritie que R 
est premier a P, est separable, et que les ti correspondants ont distincts. 
Par suite, le groupe de Galois du corps L des racines de P(X) - TQ(X) 
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sur Q(T) est tgal a A,, et il existe une extension galoisienne reguliere de 
Q(T) contenant L de groupe de Galois 2,. 
7. LE CAS n PAIR 
TH~OR~ME 3. Pour tout n pair 24, il existe une extension galoisienne 
r&g&he de Q(T) de groupe de Galois A”,,. 
Comme l’a remarque J.-P. Serre, ce theoreme se dtduit du cas impair. En 
effet, puisque n + 1 est impair, on peut construire d’apres la section 4 un 
polynome FT(X) = P(X) - TQ(X), P et Q dans Q[X] de degrt respective- 
ment n + 1 et n, tel que le groupe de Galois du corps des racines L de 
fW3 est 4, 1, et se plonge dans une extension z/Q(T) de groupe de 
Galois A”, + I . Si M est le corps Q( T)[X]/(F,(X)), le groupe de Galois 
de L/M (resp. Z/M) est A, (resp. A”,.) Comme M est une extension 
transcendante pure de Q(T), le theoreme est prouvt. 
Afin d’obtenir des exemples explicites de telles extensions, donnons une 
reinterpretation concrete de cet argument: si P et Q sont comme ci-dessus, 
posons 
g(s 2 x) = P(s) Q(x) - f'(X) Q(s) x-s ' 
ou s est une nouvelle indtterminee. Sur Q(s), le groupe de Galois de g(s, X) 
est A,, et se plonge dans une extension de Q(s) de groupe de Galois A”,. 
APPENDICE 1: LES POLYNGMES X"-X 
Soit k un corps, et n un entier impair. On suppose Car(k) =0 ou 
Car(k) > n. 
PROPOSITION 4. Soit P(X) = x” - X. Les pofynBmes Q(X) = 
n’X”-‘-(n-2)’ et R(X)=nX”-’ +n -2 de k[X] sont tels que 
P’Q - PQ’ = R2. A une constante multiplicative prds, Q et R sont les se& 
polyn6mes de degrP dn - 1 et premiers ci P qui vhjient cette relation. Les 
polynbmes Q et R sont premiers entre eux. De plus, A(P- TQ) = 
A(P)( 1 + n”(n - 2)--’ T”-I)*. 
Un calcul facile montre que P, Q, R veritient l’identite demandee, ainsi 
que la formule don&e pour S(t). 
Prouvons l’unicitt du polynome R (a une constante multiplicative pres). 
En reprenant la demonstration de la section 1, il suftit de demontrer que 
la matrice A de dimension n - 1 et de terme general aii = 0 et, pour i # j, 
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aV = (z’ - z’) -’ est inversible (avec z racine primitive n - 1-ieme de l’unitt). 
Plus prtcistment, prouvons que le polynome caracteristique de A est egal 
A Y-1+(3.5 . . . (n - 2))2/2”- ‘. 
Posons a,=O, a*=l/(l-z), a3=1/(1-z*),...,a,~,=l/(l-zz”-*). La 
matrice A est formee des vecteurs (a,, a,, . . . . a,_ 1), ~(a,- 1, a,, a2, . . . . 
%-*I, z2(a,- *, a,.. I3 a,, a,, . ..I. . . . . 11 est alors facile de voir que A”- ’ est 
une homothetie. 
Reste le calcul du determinant de A. 11 est clair qu’il est tgal (a une 
racine de l’unite p&s) au determinant de la matrice circulante 
done Cgal A nl:: Tr(z’/( 1 -z)), (la trace etant prise par rapport au 
polynome (x”~ ’ - 1 )/(x - 1)). 
Or Tr(z’+‘/(l -z))-Tr(zj/(l -z))=Tr(-z’)= 1, pour i3 1. Comme 
Tr( l/( 1 - z)) = -(n - 2)/2, on en dtduit que le determinant de A est tgal 
ii (3.5 . . . (n - 2))2/2”- ‘. 
Le polynome R est done unique (a une constante multiplicative pres). De 
plus, il est saris racine multiple, ainsi que le polynome S(T). 
APPENDICE 2: UN TH~OR~ME SUR Tr(x*) 
Dans son tours a Harvard (Octobre-Decembre 1988), J.-P. Serre 
demontre le resultat suivant: 
TH~OR~ME. Soient k un corps de caracthistique 22, E/k(T) une exten- 
sion finie s&parable de degrt! n, et G c S, le groupe de Galois de la clhre 
galoisienne de E. Supposons que pour toute place v de k(T), sauf hentuelle- 
ment la place ci l’infini, le groupe d’inertie de v, dkfini ci conjugaison prh dans 
G, soit d’ordre impair. Alors la forme quadratique TrE,,(.,(x2) est Cquivalente 
sur k(T) h une forme ci coefficients dans k. 
Soit A le normalise de k[ T] dans E (i.e., l’algebre afline de la courbe 
privee de l’image reciproque de l’inlini). Si 5? est sa differente, le fait que les 
groupes d’inertie sont d’ordre impair implique que la differente inverse 9-l 
est le carre d’un ideal ~2. Le k[t]-module libre & de rang n est auto: . . adJoint pour la forme TrElkcTj, done le discriminant de cette forme est une 
unite. Un theorbme de Harder (cf. par exemple [S, p. 211, th. 3.33) permet 
alors de conclure. 
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On peut Cgalement demontrer ce theoreme en utilisant un theoreme de 
Milnor [4, p. 335, th. 5.31: une forme quadratique sur k(T) provient dune 
forme constante si et seulement si ses “seconds rbidus” [4, p. 322, 
lemme 2.11 sont nuls en chaque place de k(T), sauf eventuellement la place 
a l’infmi. 
APPENDICE 3: UNE PREUVE DIRECTE DE LA PROPOSITION 3 (PAR J. OESTERL~) 
Soit k un corps. Considerons trois polynomes P, Q, R dans k[X] 
satisfaisant aux conditions suivantes: 
(a) P’Q- PQ’= R2; 
(b) P est unitaire et l’on a deg Q < deg P; 
(c) P est Ctranger a P’ et a Q (done aussi a R). 
Nous noterons n le degre de P. 
Soit I une nouvelle indtterminee. Posons 
A =k[t] 
B=A[X]/(P-tQ)A[X]. 
L’anneau B est un A-module libre de rang n, admettant (1, X, . . . . Xn-l) 
pour base. Notons M(t) la matrice par rapport a cette base de la forme 
A-bilintaire (u, o) H Tr,,,( uu sur B. On a M(t) E M,(A). Notons ZH Z* ) 
la transposition dans M,,(A ). 
THBOR~ME. II existe me matrice N(t) E M,(A) telle que M(t) = 
N(t)* M(0) N(t). 
Posons 
A’=k(t) 
B’= A’[X]/(P- tQ) A’[X]. 
Pour tout entier i, 0 < i Q n - 1, effectuons la division euclidienne de XiQ 
par P: 
X’Q = Ci P + Di, avec deg D,<n- 1. 
On a deg Ci<i- 1. Par suite, (Xi-tC,)OgIGn~l est une base de B’ sur A’. 
Les resultants (par rapport a l’indeterminee X) res(P - tQ, Q) et 
res(P - rQ, R) sont des elements non nuls de k[ t]: en effet, ieur valeur 
pour t = 0 est non nulle par hypothese. I1 en resulte que Q et R sont inver- 
sibles dans B’. En posant 
e =e(Xi-*C) 
‘R ’ 
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on obtient une base (e,, . . . . e,_ i) de B’ sur A’. Demontrons que la matrice 
par rapport a cette base de la forme A’-bilineaire (u, u) H Tr,,,.(uu) sur B’ 
appartient a M,(k). 
Soient i, j compris entre 0 et n - 1. On a 
Tr,,,,,(e,e,) = Tr,,,,, 
Q2(Xi- tC’,)(Xi- tC,) 
R2 > 
= Tr,,,,, 
( 
Q2(X’ - tC,)(X - tC,) 
(P-fQ)‘Q-(P-tQ)Q’ 
= Tr,,,,, 
Q(Xi - tCi)(X.i - tCj) 
> (P-rQ)’ ’ 
Cette expression est tgale au coefficient de X”-’ dans le reste de la division 
euclidienne (relative a la variable X) de Q(Xi - tC,)(Xj - tCj) par P - tQ. 
Effectuons la division euclidienne de Xj Dj par P: on a 
XjDi= UP+ I’, avec deg Vd n - 1. 
On peut alors tcrire 
Q(xi-tCi)(Xi-tCj)= (P-tQ) Ci(X’-tCj)+D,(X’-tCj) 
=(P-tQ)[Ci(X’-tC,)+U]+V+t(QU-D,C,+ 
Le polynome QU - DiCj est de degrt < n - 2 car 
P(QU-DiC,)=Q(XiDj-V)-PDiC,=D;Dj-QV 
est de degre d 2(n - 1). 11 en rtsulte que le reste de la division euclidienne 
de Q(Xi- tCi)(Xi- tCj) par P- tQ est V+ t(QU- DiCj) et que son coef- 
ficient de degrt n - 1 est &gal a celui de V, done appartient a k. 
Nous avons ainsi demontre que, si G dbigne la matrice de passage de 
(e 0, ..., e,-,) a (l,X,...,X”-‘), on a M=G*dG, avec OEM,(~). Pour ter- 
miner la demonstration du theoreme, il nous sufftt de demontrer que G 
appartient A M,(A) (et pas seulement a M,(A’)) et que G(0) est inversible 
dans M,(k). La matrice N= GG(O)-’ satisfera alors A la conclusion du 
thtoreme. 
En fait, on a G-’ = H, H,, ou H, est la matrice par rapport a la base 
(1, x, . . . . X”- ‘) de la multiplication par Q/R dans B’ et H, la matrice de 
passage de la base (Xi) a la base (Xi - tCi). La matrice Hz et son inverse 
sont triangulaires superieures, a coefftcients dans A. Soient U, V des 
elements de k[X] tels que UP + VQ = 1. On a U(P - tQ) + (I/+ tU) Q = 1, 
d’ou R/Q = R( V+ tU) dans B’. Cela demontre que la matrice H; ’ appar- 
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tient B M,(A). Sa valeur pour t = 0 est une matrice inversible de M,(k), car 
Q et R sont &rangers a P par hypothkse. Cela achkve la dkmonstration. 
Remarque. Si on remplace l’hypothkse (a) par P’Q - PQ’ = R’S, oti S 
est un polyn6me de degrt s, le thkorkme peut etre remplact par 
I1 existe des matrices N(t)EM,(A) et H(t)EM,(A) teiles que M(t) = 
N(t)* H(t) N(t) et que chaque coefficient de H(t) soit de degrP <s en t. 
Dkfinissons encore une base (e,) de B’ sur A’ par la m&me formule que 
ci-dessus. Alors Tr,.,,.(eiej) est le coefficient de XflP1 dans le reste de la 
division euclidienne de Q(X’- tC,)(Xj-- tC,) S par P- tQ. Le reste en 
question, avec les notations de la dkmonstration, est celui de la division 
euclidienne de (V+ t(QU-- OiCj)) S par P - tQ. Comme on a 
deg T/<n-1 et deg(QU-D,C,)<n--2, le coefficient de XflP’ dans ce 
reste est de degrC ds en t. 
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